Деформированные мартингалы и их свойства
О.В. Назарько, И.В. Павлов

Настоящая работа посвящена изучению некоторых основополагающих свойств деформированных мартингалов 1-го и 2-го рода. Актуальность научного направления, в рамках которого выполнена работа, подробно обоснована во введении статьи [1], которая посвящена моделированию деформаций (см. также работы [2–3]). Приложения данной тематики продемонстрированы, например, в работах [4–5]. 
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  — фильтрованное пространство с дискретным временем, где  — произвольное множество, а 
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— возрастающая последовательность -алгебр на нем (фильтрация). Для удобства мы введем также 
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 . Рассмотрим семейство  
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 , определенных на вероятностных мер . Семейство Q называется деформацией 1-го рода (D1), если при всех 




 QUOTE 
 , и деформацией 2-го рода (D2), если выполняются обратные соотношения. Если выполняются и те, и другие соотношения, то деформация Q называется слабой (WD). D1 (соотв., D2) называется ограниченной — BD1 (соотв., BD2), если [image: image14.wmf]{
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  выполняется соотношение абсолютной непрерывности  
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 -п.н.). Основные свойства деформаций подробно изучены в [6].
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  п.н. (соотв., 
Предположим, что при всех 
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 случайные величины (с.в.) 
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 интегрируемы по мере 
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Определение 1. 1) Пусть Q – D1. Процесс 
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 будем называть деформированным мартингалом первого рода (DM1), если 
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 справедливо равенство
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2) Если Q есть D2, то процесс 
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 будем называть деформированным мартингалом 2-го рода (DM2) при выполнении 
[image: image34.wmf]N

n

Î

"

 равенства
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3) Предположим, что Q есть WD. Если процесс 
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 является одновременно DM1 и DM2, то его будем называть слабо деформированным мартингалом (WDM). 
Замечание 1. 1) Предположим, что 
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 и 
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 являются представителями условного матожидания в равенстве (1). Ясно, что 
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 может не равняться нулю. Поэтому некорректно требовать выполнение равенства (1) 
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 Q-неотличим от процесса 
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-п.н. Из всего этого вытекает, что 
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-п.н. Аналогичным образом обосновывается корректность формулы (2). Примеры деформированных мартингалов можно найти в [7].

Предложение 1. 1) Если 
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 есть DM1, то 
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2) Если 
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 есть DM2, то 
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Доказательство тривиально. 
Определение 2.  Процесс 
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 называется деформированным субмартингалом 1-го рода – DSubM1 (соотв., деформированным супермартингалом 1-го рода – DSupM1), если в формуле (1) знак “
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” поставить вместо знака “=” (соотв., знак “
[image: image64.wmf]£

” поставить вместо знака “=”). По тому же принципу определяются деформированные субмартингалы и супермартингалы 2-го рода и слабо деформированные суб- и супермартингалы (DSubM2, DSupM2, SDSubM, SDSupM).
Предложение 2 (телескопическое свойство). Пусть Q есть D2 (соотв., BD2), а случайный процесс 
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). Этот процесс является DM2 (соотв., DSubM2, DSupM2) если и только если 
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Доказательство опускается. 
Предложение 3. Пусть 
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 – DSubM1 (соотв. DSubM2). Этот процесс является DM1 (соотв., DM2) в том и только в том случае, когда 
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Доказательство опускается. 
Предложение 4. Пусть 
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 – некоторое семейство, состоящее из DSupM1 (соотв., DSupM2), где 
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 — параметр. Определим 
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 есть DSupM1 (соотв., DSupM2).

Доказательство. Имеем 
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Нетрудно проверить, что если деформация Q есть D1 (то есть речь идет о DSupM1), то записанные равенства и неравенства понимаются 
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-п.н. Если же деформация Q есть D2 (то есть речь идет о DSupM2), то эту цепочку соотношений можно понимать 
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Предложение 5. Если 
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 есть деформированный мартингал 1-го или 2-го рода (соответственно, деформированный субмартингал 1-го или 2-го рода), а 
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 – выпуклая (соответственно, выпуклая возрастающая) функция на 
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, удовлетворяющая условию 
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 – деформированный субмартингал того же рода, что и 
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Доказательство. Обозначим 
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Если 
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 – DSubM, то 
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 в силу монотонного возрастания функции 
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Легко видеть, что если 
[image: image102.wmf]Q

 – D1 и 
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 – DM1 (соотв., DSubM1), то все записанные в этом доказательстве соотношения можно понимать 
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 – D2 и 
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 – DM2 (соотв., DSubM2), то все соотношения можно понимать 
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В заключение отметим, что классические варианты доказанных в данной работе результатов можно найти в [8-9]. Применение метода хааровских интерполяций к деформированным финансовым рынкам продемонстрировано в [10].
Данная работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 13-01-00637а.
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