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Оценивание регрессионных моделей с мультиарной операцией модуль 

методом наименьших модулей 
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Аннотация: В статье рассмотрена исследованная ранее линейная по факторам и 

нелинейная по параметрам модель модульной регрессии, содержащая унарные операции 

модуль. За счёт применения бинарных, тернарных, …, l-арных операций модуль впервые 

предложено обобщение модульной регрессии. Рассмотрен частный случай обобщения – 

регрессия с мультиарной операцией модуль. Задача точного оценивания такой модели с 

помощью метода наименьших модулей сведена к задаче частично-булевого линейного 

программирования. По встроенным в эконометрический пакет Gretl данным о 

производительности ферм построена классическая линейная регрессия и модульная 

регрессия с мультиарной операцией. Качество аппроксимации предложенной модульной 

регрессии оказалось выше, чем качество линейной модели. 

Ключевые слова: регрессионный анализ, модульная регрессия, метод наименьших 

модулей, мультиарная операция модуль, задача частично-булевого линейного 

программирования. 

 

Методы машинного обучения [1] активно развиваются в настоящее 

время. Эффективным инструментом обработки статистических данных 

считается регрессионный анализ [2]. Построению регрессионных моделей за 

последние годы посвящено много зарубежных научных работ. Так, 

например, в [3] строилась регрессионная модель для прогнозирования 

заболеваемости COVID-19 в Индии, в [4] – для прогнозирования уровня 

инфляции по данным Центрального банка Индонезии, в [5] – для 

прогнозирования выбросов углекислого газа, связанных с ископаемым 

топливом, в странах БРИКС, в [6] оценена модель полупараметрической 

регрессии для исследования распределенных энергетических ресурсов в 

Китае. Не отстают от зарубежных и отечественные исследования в области 

регрессионного анализа. Например, в [7] задача отбора информативных 

регрессоров в линейной регрессии, оцениваемой с помощью метода 

наименьших квадратов, формализована в виде задачи частично-булевого 

линейного программирования (далее ЧБЛП), что гораздо эффективнее на 
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практике метода «всех регрессий» [8]. В [9] исследованы модели 

полносвязной линейной регрессии, в которых все истинные исходные 

переменные связаны между собой линейными функциональными 

зависимостями, что позволяет проводить моделирование в условиях 

мультиколлинеарности [10]. В [11,12] с помощью регрессионного анализа 

решены конкретные прикладные задачи технического характера. 

В работах [13,14] предложена и исследована линейная по факторам и 

нелинейная по параметрам модель модульной регрессии следующего вида: 
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В модели (1), например, операцию вида 1 1x   назовём унарной 
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где (1)

1j , (1)

2j  ( 21, lj C ) – элементы j-й строки матрицы (1)  размера 2 2lС  , 

содержащей по строкам все сочетания индексов объясняющих переменных 
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по два; (2)

1j , (2)

2j , (2)

3j  ( 31, lj C ) – элементы j-й строки матрицы (2)  размера 

3 3lС  , содержащей по строкам все сочетания индексов объясняющих 

переменных по три и т.д.; 
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1j , 21, lj C , …,  l
j , 0, 1j l   – неизвестные параметры. 

Назовём модель (2) модульной регрессией с унарными, бинарными, 

тернарными, …, (l-1)-арными, l-арной операциями модуль. 

Рассмотрим упрощенную форму модели (2) – модульную регрессию с 

мультиарной (l-арной) операцией модуль следующего вида: 
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Оценивание неизвестных параметров модульной регрессии (3) методом 

наименьших модулей (далее МНМ) предполагает решение оптимизационной 

задачи вида: 
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Пусть 1 0k   . Тогда перепишем выражение (3) в виде: 
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Решив задачу ЧБЛП (5) – (11) при 0   и 1  , из двух нужно 

выбрать регрессионную модуль с наименьшей величиной суммы модулей 

остатков. 
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Для демонстрации работоспособности предложенного способа точного 

оценивания модульной регрессии (3) были использованы встроенные в 

эконометрический пакет Gretl статистические данные (файл data9-5.gdt на 

вкладке Ramanathan) о затратах и объеме произведенной продукции 

сельского хозяйства в США с 1948 по 1993 годы, т.е. объем выборки n 

составил 46. В качестве выходной переменной y  выступает 

производительность фермы (output), а входными переменными выбраны 

следующие: 

1x  – сельскохозяйственный труд (farm labor); 

2x  – оборудование длительного пользования (machines); 

3x  – используемые сельскохозяйственные химикаты (fert). 

Сначала по этим данным была оценена с помощью МНМ классическая 

линейная регрессионная модель: 

1 2 391,684 0,143 0,456 0,521y x x x    .   (12) 

Сумма модулей остатков регрессии (12) составляет 183,1978. 

Затем при M=10000 и 0   с использованием пакета LPSolve IDE была 

решена задача ЧБЛП (5) – (11). Результатом её решения является следующее 

оцененное уравнение модульной регрессии: 

1 2 351,578 0,1636 287,063 3,512 3,554y x x x      .  (13) 

Сумма модулей остатков регрессии (13) равна 160,8055, что меньше, 

чем у модели (12). Другими словами, качество аппроксимации предложенной 

в статье модульной регрессии выше, чем качество классической линейной 

модели. 

После чего задача ЧБЛП (5) – (11) была решена при M=10000 и 1  . 

Оцененное уравнение модульной регрессии в такой ситуации имело вид: 

1 2 3108 0,1431 113,975 3,1847 3,642y x x x      .  (14) 
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Сумма модулей остатков регрессии (14) составила 183,1978, т.е. эта 

характеристика такая же, как и у линейной регрессии (12). Можно заметить, 

что это происходит потому, что выражение под знаком модуля в уравнении 

(14) для любого наблюдения выборки неотрицательно, поэтому знак модуля 

можно просто опустить и прийти к уравнению (12). В любом случае, 

оцененной с помощью МНМ модульной регрессией (3) признаётся модель 

(13). 

Достоинство модульной регрессии (3) ещё и в том, что задача ЧБЛП 

для её оценивания с помощью МНМ (5) – (11) содержит существенно меньше 

булевых переменных, чем задача ЧБЛП для оценивания регрессии (1). 
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