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Аннотация: В основу синтеза систем фазовой автоподстройки частоты положена 

процедура двухэтапной оптимизации. Это позволяет применить объединенный принцип 

максимума для построения модели динамики фазы сигнала в условиях структурной 

неопределенности регулярных воздействий. Уравнения оценки в форме двухточечной 

краевой задачи получены с использованием дискретного принципа максимума Л.С. 

Понтрягина и на основе применения метода инвариантного погружения получен алгоритм 

рекуррентного оценивания. Оценка эффективности синтезированной системы фазовой 

автоподстройки частоты проведена на базе математического моделирования в сравнении с 

традиционной по критериям скорости сходимости и точности. 
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Введение 

В условиях возмущений эффективность систем фазовой 

автоподстройки частоты (ФАПЧ) зависит от адекватности соответствующей 

математической модели и возможности ее адаптации к изменяющимся 

условиям. При этом даже в простейшем случае соответствующая 

математическая модель нелинейная. Это создает известные сложности и 

обуславливает широкое распространение квазиоптимальных систем ФАПЧ, 

для построения которых, например, может применяться теория 

самоорганизации [1]. 

В настоящем исследовании в основу синтеза дискретных систем ФАПЧ 

положена процедура двухэтапной оптимизации [2]. Это позволяет описать 

динамику фазы сигнала уравнением Лагранжа второго рода и использовать 

объединенный принцип максимума [3,4] для построения адаптивной модели 

ФАПЧ при структурной неопределенности регулярных воздействий [5-7]. 

Конечно-разностная аппроксимация модели [8,9] в совокупности с 
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дискретным уравнением наблюдения и критерием эффективности 

оценивания приводит к стохастической задаче синтеза, определяющей 

второй этап оптимизации. Для этого при гауссовcком распределении 

плотностей вероятностей внешних воздействий и шумов наблюдений 

предлагается воспользоваться дискретным принципом максимума Л.С. 

Понтрягина, что приводит к необходимости применения метода 

инвариантного погружения для получения уравнений последовательного 

оценивания [10]. 

Цель работы – решение задачи синтеза систем ФАПЧ в условиях 

возмущений при структурной неопределенности регулярных воздействий на 

основе использования объединенного принципа максимума для синтеза 

квазиоптимальных дискретных адаптивных моделей динамики фазы. 

1 Постановка задачи 

Модель состояния задана разностным уравнением [8,10] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) 0

1 ( ), ( ), , , ,   

 1, ,    0 ,

k k k k k k k kk k k k k

k K

+ = + = + +

= =

x φ x G η f x Γ u x G x η

x x
  (1) 

где ( ) Mk Ex  – вектор состояния; ( )( ), Mk k Eφ x  – вектор-функция, 

известная с точностью до регулярного воздействия ( )( ), nk k Eu x  и его 

интенсивности ( ) M nk E E Γ ; ( )( ), Mk k Ef x  – заданная вектор-функция, 

вид которой определяется исследуемой системой; ( )( ), M Nk k E E G x  – 

матрица интенсивности внешних воздействий ( ) Nk Eη  с известными 

локальными характеристиками 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0,

,
T

M k

M k l k k l

=  

  = −
 

η

η η V δ
 

где ( )kV  – ковариационная матрица размерности N N ; ( )δ  – векторная 

дельта-функция; n, k, l, K, N, M – натуральные числа; случайная величина 
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( )0x  с гауссовским распределением характеризуется математическим 

ожиданием ( )0M   x  дисперсией 
0

1−

x
V . 

Уравнение наблюдений имеет вид  

( ) ( )( ) ( ), ,k k k k= +y h x ζ     (2) 

где ( ) Lk Ey  – вектор наблюдения; ( )( ) Lx k Eh  – вектор-функция проекции 

пространства состояний на пространство наблюдений; 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, ,...,
T L

Lk k k k E=      ζ  – вектор дискретного белого 

гауссовского шума с известными локальными характеристиками  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0,

,T

M k

M k l k k l

=  

  = − 

ζ

ζ ζ W δ
 

где  W – ковариационная матрица размерности L L ; L – натуральное 

число. 

Требуется найти вектор оценок состояния ( )kx  из условия максимума 

критерия  

( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( )

1

1

1
2 21

1
exp

2

2 det

T

K

L
k

k k k

K K

k k

k

−

−=

 
− −− 

 =




y h x y h

W

xW

p y x . (3) 

Решение поставленной задачи, когда структура ( ) ( )( ),kk kΓ u x  задана, 

известно. Поэтому последовательная оценка состояния в случае неизвестной 

вектор-функции ( ) ( )( ),kk kΓ u x  требует структурной идентификации 

математической модели (1). 

2 Синтез дискретной модели системы фазовой автоподстройки 

частоты на основе объединенного принципа максимума 

Поиск структуры регулярных воздействий проведем на основе 

процедуры двухэтапной оптимизации, в соответствии с которой ( )k η 0  [2]. 



Инженерный вестник Дона, №12  (2020) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n12y2020/6710 

 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2020 

Это позволяет искать приближение к решению исходной стохастической 

задачи построения вектор-функции ( ) ( )( ),kk kΓ u x  на основе решения 

детерминированной задачи структурного синтеза для следующей 

математической модели 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 , , ,k k k k k k kk+ = = +x φ x f x Γ u x .  (4) 

Положим, что (4) – дискретная форма представления описывающего 

функционирование системы ФАПЧ уравнения Лагранжа второго рода [11] 

 ( ) ( )1 1 1 1

н у sin , ,  , const,   sU U C C− − − − =   −  −   +   =φ φ  (5) 

где    – разница фаз сигнала и подстраиваемого генератора; н  – разность 

угловых частот сигнала и подстраиваемого генератора в начальный момент 

времени t0; ( ) ( )sinF  =   – выход фазового дискриминатора; 
у  – параметр 

фазового дискриминатора;   – постоянная времени; U  – неизвестное 

корректирующие воздействие регулярного характера системы ФАПЧ, 

которое может быть найдено на основе объединенного принципа максимума 

[12,13]. В соответствии с [11] получим 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1

н у1 sin ,  
h

W y h− − − − − − − 
 =   −   + −   +   −


 (6) 

где   – множитель Лагранжа. 

Конечно-разностная аппроксимация (6) приводит к модели системы 

ФАПЧ в дискретном времени, которая в соответствии с (4) задается 

следующими вектор-функциями 

( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

2 1

1

1 н1 2 у 1 2

, ,
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x k t x k
k k

x k x k t x k−

 + 
=  

  − −  +  

f x  (7) 

 
0

,
1
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Γ  (8) 

( )( ) ( ) ( )
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( ) ( )( )1 1 1 1 1

2 1

1

,
, .

h k k
u k k t x k W k y k x k

x

− − − − −
 

= −   −   − 
  

x
x  (9) 
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3 Синтез квазиоптимальной системы фазовой автоподстройки частоты 

на основе дискретного метода инвариантного погружения 

Максимизация (3) эквивалентна минимизации целевого  

функционала [14] 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T
1

1

1

1
TT 1

1
J 1 1 , 1

2

1 1
0 0 0 0 .

2 2

1 , 1
k

k

K

K

k k k kk

M M

k k

k k k

−

=

−

=

−

   = + − + − + +   

   + +      

+



+

−  − 



 x

h xy W y h x

V xη Vη xx x

 (10) 

В таком случае дискретный принцип максимума Л.С. Понтрягина 

требует построения Гамильтониана 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

T1

T

T T

1
1 1 , 1 1 ( 1),ˆ 1

1 1
2

, ,

2

1
k k

H k k k k k k

k kk k k k k

−

−

 = + − + + + − + + +   

+ + + + +

y x W y x

η η ψ

h

φ x GV η

h

ψ

 (11) 

где ψ  – вектор сопряженных функций, удовлетворяющий граничным 

условиям ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 , 0KM   = −  = ψ ψx x . 

Результат решения такой экстремальной задачи позволяет установить 

связь нового ( )ˆ 1K +x  и предыдущего ( )ˆ Kx  финальных значений в форме 

канонических уравнений [14,15] 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
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K K
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=

=
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 +
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x x
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Ψ
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ψ ψ
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h x
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x

x 0

 (12) 

где 

( )( )
( )( )
( )

( )( ) ( )

( )

T
T ˆˆ ,

ˆ

ˆ ,

ˆ
ˆ ,

K K
K K

KK K

K K
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wx
Ψ

x

G xφ

x
x , ( ) ( )( ) ( )T 1ˆ ,k K k K−= −w V x ΨG ψ . 
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Для получения уравнений последовательного оценивания, когда K  

увеличивается, заменим условие ( )K =ψ 0  более общим условием ( )K =ψ c . 

Если пренебречь членами второго порядка малости по c , то  подставляя 

( )ˆ 1K +x  в выражение для ( )1K +ψ  в (12) и используя разложение в 

окрестности ( )( )ˆ ,K Kφ x  получим следующую систему уравнений 
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ˆ ,

ˆ
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−

−

−

−
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+
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φ x
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x

h x
W

x

y h x
x

x

G V G x
( )( )

( )

,
,

ˆ

K K

K
c

x
(13) 

где ( ) ( )( )ˆ ,1 ˆ K Kk k+ =φ xx . 

В соответствии с дискретным методом инвариантного погружения 

решение системы уравнение (13) приводит к следующим уравнениям 

одношагового предсказания 

( ) ( )( ) ( )( )ˆ ˆ ˆ1 , ,k k k k k k+ = +x f x Γu x ,    (14) 

оценивания 

( ) ( ) ( )
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априорной дисперсии 
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дисперсии ошибки 

( )

( )( )
( )

( ) ( )( )

( )
( )

( )

1

1
ˆ 1 , 1

ˆ1 1 , 1
ˆ 1

1 1
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x
P I P

x

P

  

(17) 

4 Математическое моделирование 

Рассматривается система ФАПЧ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )( )( )

1 2 1 1

1 1 1 1

2 н1 1 1 2 у1 1 1 2

1 1 1

1 2
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x k x k x k t x k

h
t W y a x k

x

− − − −

− − −

+ =  + + 

+ =   −   + −   + −


−   − + 



 (18) 

где a  – амплитуда сигнала. 

Уравнения последовательного оценивания имеют вид 

( ) ( ) ( )
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Сравнивались результаты, полученные на основе синтезированной 

модели системы фазовой автоподстройки частоты и традиционного фильтра. 

Установлено, что предлагаемое решение в среднем обеспечивает 

относительный выигрыш по скорости сходимости на 12% и дисперсии 

оценки фазы сигнала на 9% при увеличении вычислительных затрат. 

Заключение 

Кусочно-разностная аппроксимация синтезированной с 

использованием объединенного принципа максимума математической 

модели позволила получить новую структуру модели состояния в форме 

разностного уравнения. Оценка построенной на его основе системы ФАПЧ 

проведена на базе математического моделирования. Установлено ее 

преимущество над традиционной системой по критериям скорости 

сходимости и точности. 
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